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APRESENTAÇÃO 


Este volume contem três anexos.0s dois 
primeiros tratam, de maneira sucinta, 
a "Teoria dos Grupos Finitos", dos 

"Grupos Tnsinitos” [particularmente os 
"Grupos de Lie"); co uttimo aborda a 
"Mecânica Quantica" objetivando, tão s0 
mente, necapitutar seus postulados e 
suas desinições. A inclusão destes tres 
anexos se sustigica pelo gato de jut 
garmos estas materias apoio tundamen 
tal a compreensão de algumas partes ba 
sitares da "Teonta das Objetividades”. 


Nao pretendemos, entretanto, ai, ensá 
nar essas materias ab-initio e muito 
menos esgota-Las. Elas constituem um 
mero noteiro dos aspectos fundamentais 
que devem ser necondados para aqueLes 
que ja estejam, de alguma forma, Gami 
Lianizados com o assunto em pauta. O) 
neogíto, por sua vez, deve buscar 0 
nespatdo teonico em Litenatura afim ou 
ensino etementar que Lhe permíitina u 
san 04 anexos como roteiro minimo des 
4a aprendizagem. 


Lutz Serato Coelho de Sampaíic 
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INTNODUÇÃO 


Este anexo justifica-se por duas razões básicas: primeiro, porque 

maioria das pessoas sem formação matemática desconhece até mesmo os 
rudimentos da teoria dos grupos que, pela sua importancia, deveria 
fazer parte da cultura comum dos cidadãos (hoje, a situação começa a 
mudar e o assunto jã começa a ser introduzido nas séries do 19 grau). 
A segunda razao é a extensão que aqui fazemos, para grupos finitos, 
de alguns conceitos originalmente desenvolvidos para a teoria dos 
grupos continuos, tais como, FORMA - PADRÃO, PESOS, etc. e que nos 


serão de grande utilidade na formulação da teoria das objetividades 
lógicas. 


Obviamente, o desenvolvimento destas noções nos limites de um sim 
ples anexo não dispensam o leitor de buscar a literatura específica 


sobre o assunto (ver bibliografia no final destas notas). 


O assunto sera desenvolvido em quatro itens, abordando inicialmente 


a conceituação de grupo e mostrando a sua "filiação matemâtica”. 


A seguir serão mostradas formas alternativas de especificação de um 


grupo, o modo de construção de novos grupos a partir do produto de 


outros grupos e um esboço de classificação de grupos. O conceito de 
grupo de trans 4ormação operando sobre um determinado espaço sera in 
troduzido no item 4, a partir do que poder-se-ã determinar o importan 
tissimo conceito de invariante para um gtupo de transfcimação e (o) 
conceito de auto-vaton (ou valor propríc). No item seguinte será apre 


sentada a família dos ghupos Logácos, com suas propriedades básicas. 


Para facilitar o leitor, serã dada, a seguir, uma representação grã 
fica da inter-relação de todos os conceitos que serão tratados. As 
linhas cheias representam a filiação direta dos conceitos, e as li 


nhas pontilhadas a mobilização de conceitos auxiliares anteriormente 
apresentados. 
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y 
4.4-CARACTERIZAÇÃO E DIAGRAMA 
DE PESOS PARA (EC)? 


4.5 - CARACTERIZAÇÃO E DIAGRAMA 
DE PESOS PARA (E,C)O 


2.14 - OUTROS 


1. FILIAÇÃO MATEMÁTICA DOS GRUPOS 


Dentre as diversas espécies de estruturas matemáticas, destacamos as 
estruturas algébricas. Uma estrutura algébrica (interna) é um conjun 
to C, munido de um conjunto de leis de composição, associando a cada 
subconjunto de n elementos de C, um único elemento em C. Isto é, ca- 
da lei de composição constitui a mesma lei de composição eneadica 
n : = asizas 

C' + €. Se temos apenas uma oneração diadica (C+C+C), dizemos que o 
conjunto constituído de C e da operação + é uma mono-estrutura alge 


brica (interna). 


Cumpre observar que podemos ter estruturas algébricas mais complexas 
quando são permitidas leis Gde composição externas, o que pressupõe 
a mobilização de outrcs conjuntos ao lado de C, como &, por exemplo, 


o caso dos espaços vetoriais. 


Essas mono-estruturas podem ser ordenadas de acordo com o 


Gu de 
complexidade tntesna, vale dizer, de acordo com o nível das restri 
ções que recaem sobre a operação definida para o conjunto, que é Q 
correlato do grau de cocmpremettmonto estrutural dos elementos entre 


si, isto &ê, da complexidade da estrutura. 


II. ESPECIFICAÇÃO, CONSTRUÇÃO E CLASSIFICAÇÃO DOS GRUPOS 


Existem dois modos de especificação de um grupo: um modo extensivo, 
atravês de sua Tábua de Multiplicação, que sô é viável no caso degru 


pos finitos, e outro, intensivo, atraves de suas relações de defini 
ção. 


2.1 - Tábua de multiplicação 


A tábua de multiplicação de um grupo é uma tabela de dupla entrada, 
ambas as entradas dadas pelo conjunto dos elementos do grupo. A tá 
bua de multiplicação especifica, para cada par ordenado o elemento 
que lhe corresponde, de forma exaustiva. 


1 


Para o grupo G = (€,*), onde C = (cy So ses Gs teremos a se 


guinte tâbua: 
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Pela tabela, verificamos que apenas B e C, além do próprio A, satis 


fazem a igualdade acima, pois: 


B Ca E + onde C 


U 
e) 


e CET NE quão E 


H 
tw 


Logo, os conjugados de A, formam a classe: 


Procuremos os conjugados de D, isto é, os X, tais que: 


x=evyvpyl 
Mais uma vez, recorrendo à tábua, vemos que apenas Y=F satisfaz a 
equação, pois: 

F=ADA! onde aa! 
consequentemente, De F formam a classe restante: 

K, = iD,F 


TEOREMA 2 


Cada um dos elementos de um grupo abeliano forma, por si, uma clas 


Se. 


De fato, se (G, *) & um grupo Abeliano, para todo 7,€6, se EE perten 


ce à classe de ERR então fa Sa Prova-se isso do seguinte modo: 
se E pertence .ã classe de equivalência de Ij1 entao existe Io tal 
que: 
E -1 
3, = 9% 3; 


Como todos os elementos de G comutam: 


o Ea E 


dp ay Ss ge 
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Em conseglência, 7, constitui uma classe por si, o que vale também 


para qualquer outro elemento de G. 


2.7 - Decomposição em Classes 
As classes de equivalência formam uma partição do grupo e constituem 
-se, assim, num modo específico de sua decomposição, 


Em outros termos, se Kj, Kar agita K são todas as classes 
de equivalência de G, então: 


K, E Gas PA Ci suas Sd 

K NK, = Md, Selkp 204, BY » ES 
n 

Ce SG À ELA qera 

E 1 

i=l 


2.8 - Produto Direto 

Existe um modo de construção de grupos a partir de outros grupos, 
que denominamos produto direto. 

Comecemos pela definição genérica de produto direto: 

Sejam os conjuntos A e B. 


O produto direto indicado A(X)B é o conjunto de todos os pares orde 


nados (a,b), onde acAÃ e be sB. 

Daí, poderemos definir produto direto de dois grupos: 

Sejam G = (C,0) e H = (D,O ) dois grupos. 

O produto direto dos grupos G x H, indicado por G (x) H, e o conjunto 
de todos os pares ordenados (c,d), onde ceC e deD com a operação (%) 
definida por: 


(c,, d,) (8) (cu d,) = (c, O cy à, D dp); Wc, ces e 


Vá. , d eH 


É 


São de fundamental importância os seguintes teoremas: 


TEOREMA 1 


G (*) H = (P, *) ê um grupo, denominado produto direto de Ge H. 


TEOREMA 2 


Se Cy € do são os elementos unitários de Ge H, respectivamente, 


tão o elemento unitário de G (%) H será (c,, do). 
DEMONSTRAÇÃO : 

W(cd) Y G (X H; temos 

(cd) GO) (cor d) = (c0c,, DA) = (cd) 


2.9 - Potência n de um Grupo 


A potência n de um grupo G, indicada por ae, é o produto direto 


G por ele mesmo n vezes. Assim: 


FecOcO. É Em vezes) 


Convenciona-se que: 
cl=c e Ee (E), onde E & o operador identidade. 


Dessa forma G” fica definido para todo inteiro não negativo. 


2.10 - Decomposição em Produtos 


Eventualmente, um grupo pode ser expresso como produto direto 


dois grupos. 


E7 


de 


de 


A condição desta decomposição de um grupo G, por exemplo, no produto 


de dois grupos H, H' & a seguinte: 
a) Todos os elementos de E comutam com todos de H', isto é, 
Xh e H e Ro EmbBr, hh' = h'h 


b) Existe um modo único de expressar qualquer elemento g e G 


produto de elementos de H e H', isto é: 


como 
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Seg =hh' e g=h,h > nb e h' =h 


Nestas condições, podemos escrever G=H (*) H' 


OBS.: Podemos mostrar que E e H' são isomórficos a sub-gru 


pos de G, e, por abuso de linguagem, podemos dizer que H 


e H' são próprios sub-grupos de G. 


2.11 - Família dos Grupos Cíclicos 


Grupo cíclico de ordem n é o grupo cuja beso possui apenas um gera 
cor ceC, vale dizer, um arupo Ra nó qual q cec, tal que XX GEC 
4 « 


4 Bell, sex» ra tónroo, necessariamente, e = ck 


Os grupos cíclicos formam uma família, isto &, XY neN (conjunto dos 


números naturais), existe um único grupo cíclico simbolizado Cn 


Por exemplo, o grupo C, apresentado em 2.1 e ciclico, podendo-se to 
mar por gerador tanto A como B. Tomando-se o primeiro como gerador, 


podemos expressar os tres elementos E, A, B do grupo como potências 
de A: 


2.12 - Família dos Grupos Lógicos 


Denominaremos grupos lógicos os grupos potência do grupo C, = Ab 


com a convenção jã estabelecida. 


sn 
Lo e 1TE,Cs 
L| = (EC = 18,C| 
e Lo & [EO = sa) 


Os grupos lógicos formam, obviamente, uma família estendida, isto e, 
para todo ne(0,1,2 ...) existe um, e apenas um, grupo lógico simboli 
zando L. 

n 
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2.13 - Família dos Grupos Simétricos 


Denomina-se grupo simêtrico S, O grupo de ordem n!, constituído de 


todas as permutações de n objetos distintos. 


Por exemplo, o grupo S, apresentado em 2,6, é o grupo das permuta 
ções de 3 objetos (3! = 6) 


TEOREMA: Todo grupo de ordem n constitui um sub-grupo Ce SA 


Os grupos simêtricos também formam uma família, isto & WnenN (natu 


ral) existe um, e apenas um, grupo simétrico simbolizando Sh 


2.14 - Outros Grupos Finitos 


Existem muitos outros tipos de grupos finitos de interesse para di 
versos ramos da Fisica. Podemos citar os grupos diedral, tetraedral, 
octoedral, icosaedral, etc. Não nos deteremos no assunto por não ser 
do nosso interesse imediato e pela vastidao do mesmo. O leitor in 


teressado poderã consultar os livros citados na bibliografia. 


III- GRUPOS DE TRANSFORMAÇÃO 


Serã importante agora considerar o grupo não como uma entidade 
abstrata por si, mas como constituído por um conjunto de operações 
sobre um espaço, transformando os pontos deste espaço em pontos des 
te mesmo espaço. 


O conceito formal referente a tal enfoque é o de grupo de transfor 


mação. 


Seja A um espaço para o qual não serã necessário especificar métrica 
ou topologia (rigorosamente dir-se-ia: seja A um point-gield). 


Sejam as funções T, e T. das partes de A em A. 


" " 


Definiremos a operação o" da seguinte forma: Ma c A, 


(T, O To) (a) Sue (Ts (a)) (Composição de funções) 


Qualquer conjunto T de operações Tio formando um grupo em relação a 


operação "o", é& dito um grupo de transformação operando sobre A. 


Em nossas aplicações, referir-nos-emos ao point-steld "A" como ba 
se de aplicação ou simplesmente base (obviamente, não confundir com 


o conceito da base nos espaços vetoriais). 


a 


3.1 - Transformação de Semelhança 


Seja T um grupo de transformação; seja S uma operação definida sobre 
os elementos de T, e que seu inverso a seja também definido. A 
transformação stsTÍ & denominada uma transformação de semelhança so 
EEE Pa 


3.2 - Representação Fiel 


Vamos nos restringir agora apenas aos grupos de transformação T ope 
rando sobre o espaço vetorial V. Neste caso, as transformações Te ano 
abstratamente especificadas, de V em V, podem ser representadas por 


matrizes M. em, 


Uma representação M;(Tj) serã dita “tef se houver um isomorfismo de 
T em M, isto é, para cada T, & TP existirã uma, & somente uma, matriz 


M. 2.2 M, e vice-versa, 


3.3 - Representações Equivalentes 


Duas representações matriciais Me M' serão consideradas equivalen 
tes se existir uma transformação de semelhança, no caso, representa 
da por uma matriz S, tal que M' = sms |, 

3.4 - Representações Redutiveis 

Se um grupo de transformação T possui uma representação matricial 
M(T), tal que qualquer dos seus elementos MT.) possa ser colocado 


na forma 


para todo T. eT, atraves de uma transformação de semelhança, a repre 
sentação é dita redutivel. 


Se for possivel fazer BU =D representação & dita decomponivel. 


A 


3.5 - Representação Irredutivel 
Se uma representação não pode ser redutivel, ela é dita irredutível. 
TEOREMA 1 


O número de representações irredutíveis nao equivalentes é igual ao 
número de classes de equivalência do grupo T, ou, O que é o mesmo, igual 


ao número de elementos do Espaço Quociente. 


TEOREMA 2 


A soma dos quadrados das dimensões das matrizes irredutíveis é igual 


à ordem do grupo. 


Tomemos novamente o exemplo de S,, cuja tabua de multiplicação é: 


Poderíamos construir uma representação matricial dos elementos do 
grupo atravês de matrizes 3 x 3, onde cada linha referir-se-ia a um 
dos objetos 1,2, e 3, e tal que a nova posição de cada objeto na per 
mutação fosse representada pela posição do número 1 na linha, sendo 


as demais posições da linha preenchidas por zeros. Vejamos: 


123 10010 
para a permutação E = teríamos a matriz M(E) = O RR 
À 2 a 001 


jã que os objetos estão em suas posições originais, 


Ra ne 


Para a permutação A = teriamos a matriz M(A) = OQ a 
e 2 é sê 1 o 


pois o objeto 2 passou para a terceira posição, conforme assinala- 
do pelo 1 na terceira posição na segunda linha, e o objeto 3 passou 
para a segunda posição, conforme também assinalado pelo 1 na segunda 


posição da terceira linha, 


As demais permutações seriam assim representadas: 


di Fá 
a E O LN Pora 


MBj=-g 018 MiCi= ("100 miDje | XOD o Mmím=l 00] 
(100/ 00 1/ oa gp) (1 00/ 


Podemos provar que estas matrizes representam o grupo, demonstrando 
que possuem tábuas de multiplicação isomórficas àquelas das permuta 
ções. No presente caso, poderemos encontrar uma matriz não singular 
S (det É 0), 3 x 3, determinando uma transformação de semelhança da 
forma sms 1 = M', de tal modo que as matrizes M' ainda representem 
o grupo onde, porêm, as novas matrizes M'! se apresentem como soma di 


reta de duas matrizes: uma 1 x 1 e outra 2 x 2. 


Uma das possíveis matrizes S, no caso, seria: 


o qi 


E 


al 

a 
si- 
Ste 

pad 


e, conseglentemente: Ss” = 


la 
al 
lia 
lia 
Eita 


Sit 
BIIE 
air 
a 
Site 
side 


Se fizêssemos a transformação de semelhança para cada uma das matri 


zes, teriamos: 
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N 
(M(B))ST | = 2 
s(M(A))S | = 
s(M(B))ST* = À 
/ 


Diremos, então, que nossa representação inicial, por meio de matri 
zes 3 x 3, é uma transformação redutível e, mais que isto, decomponi 


vel. 


No caso dos grupos S,, a dimensão das representações irredutíveis po 
de ser determinada atraves das tábuas de Young. As tábuas são deter 
minadas em função das classes do grupo. 


k, e K 


No nosso exemplo, temos tres classes: Ky 2 cujas tábuas de 


3 
Young seriam: 


E 
CEP O im 
| E 
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As possíveis distribuições dos três objetos, de forma que vertical 


e horizontalmente tivessem uma ordem crescente, seriam: 
Ej bleby bl 


+ y— 
E 2 l 
Young demonstrou que a dimensão da matriz para cada representação 
irredutivel & igual ao número de alternativas de distribuição de 


objetos. Em conseglência, no exemplo em foco, teríamos 3 representa 
ções com dimensão, respectivamente 1, 2 e 1. De acordo com a propriedade 
que estamos considerando, a ordem do grupo 6 € exatamente igual à sema dos 


quadrados das dimensões das representações irredutiveis: 
Ge red 


As tres representações irredutíveis para S3 são: 


E A B c D FP 
Representa pe Ay q ” ” 4 - 
ção relatí [1] [e [-1 [=] [') [1] 
vaak d. 5 


DR 
tange | | o i “o, Z VE] Es a E g| 
ção relati E | | | 
ade Ge EO a nd ADA SR e IARA NT A PA 

O Ps ee 
er [4] U) [8] [1] [1] [1] 
vaa k, 


3.6 - Invariante 


Consideremos um grupo de transformação T operando sobre o espaço A. 


Diz-se que o subconjunto BC A constitui um invariante para o grupo 


de transformação, se T(B) = B. 
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Nestas condições, T pode ser considerado como o conjunto das opera 


ções que revelam as simetrias do conjunto B, 


De modo geral, são incontáveis os conjuntos BC A que se revelam si 
métricos em relação às operações de um determinado grupo de transfor 
mação, de maneira que, de algum modo, temos que restringir o estudo 
as características gerais da classe de todos esses invariantes. Isto 


é realizado atravês da determinação dos auto-valores e auto-vetores 
de cada transformação. 


3.7 - Auto-Valores e Auto-Vetores 


Seja G um grupo de transformação operando sobre um espaço A. Dizemos 
que o escalar A é um auto-valor (as vezes chamado valor próprio ou 
tro eigen valor) associado ao operador Era G se, € somente se, exis 
te A, E Ay TAL que 


AL = A A 
E Ta à do Ch 
A, e designado o auto-vetor associado ao auto-valor Ae Se estiver 
mos tratando com representações matriciais de dimensão n x n, por 
exemplo, teremos: 
nm 12 n 
g 9; e 
21 22 2n 
Er g Bi 19 8 oi 
Ra 
gm n2 nm 
vã EE 34 
1 
A, 
2 
A: 
i 
n 
A 


27 


onde. Es = | : 
(0 ==> o | 
Vo j 
a 0 1d 
e 
/ N / N 
e 12 mn À A À 
farm moro A fa 
FR 
[ Ui | 
21 22. 2n Vj 2 
Ij Sd FORT 
ou | | = 
| ; E | 
| f 
| f 
ni nº nn / ] n 
N El E / 
RA 5 a 


Para que a equação de variável A, tenha uma solução não trivial é ne 


cessário que o determinante da matriz 
a 1 e a R ( E a E 
( ES A a ) seja igual a zero: det ( E a] ext 0 


Esta última equação & designada equação característica de G e deter 
mina os n possiveis valores de Ago alguns podendo ser de multiplici 


dade maior que 1. 


Tomemos, por exemplo, o caso de uma transformação q operando sobre 

R?, caracterizada por uma reflexão em torno do eixo bissetriz do se 
é (o) 

gundo e quarto quadrantes, ou equivalente, o eixo que faz 135" com o 


eixo dos x no sentido trigonométrico. 


O operador g & representado pela matriz: 
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eixo de reflexão 


A equação que determina os auto-valores vara 


4 0-1  -1 À 


det 05 1*27=0 => 4 =+e2.,==1 
=] 0-A 


O auto-vetor V correspondente à À = 1 pode ser assim determina- 
do: 


g é: 


=m, y =-m, e o auto-vetor para À = 


= 1 pode ser 
expresso como: 


O auto-vetor correspondente a A. -l pode ser assim determinado: 


e E : la s a N 


E | A =| cm AR 
-1 0 y U sx ) rs 


Podemos arbitrar x=m >> y=m, eo auto-vetor para e 
ser expresso como: 
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Agora podemos representar os dois auto-vetores sobre o plano: 


Vamos agora tomar um vetor qualquer como exemplo, Va (ou Vy)- Se fi 

zermos as projeções de um desses vetores sobre os vetores próprios 

a e da verificar-se-ã que 9 (V4) (ou 9 (V,) pode ser obtido mediante 

os seguintes passos: 

a) multiplicam-se as projeções de Ee (ou Vp) sobre os vetores a e 
fe pelos respectivos valores próprios, isto &, projeção de V 
(ou Yl sobre a por l e projeção de ge (ou Vp) sobre “. por -1. 


b) recompõe-se o vetor cujas projeções foram determinadas conforme 


alinea anterior. 


O leitor poderã verificar que o vetor obtido com o procedimento aci 


ma, efetuado sobre Va (ou Vp)» é exatamente g Um (ou g (Vp)). 


Como isto acontece para qualquer vetor V, qualquer figura simétrica 
em relação ao eixo escolhido ficará invariante para O processo aci- 
ma descrito. 


Se agora tomãâssemos g como a reflexão em torno do eixo vertical (vy), 
chegariíamos à conclusão que tem os mesmos auto-valores que a refle 
xao anterior, embora com auto-vetores diferentes. Qual a conclusao 
intuitiva? Que os auto-valores revelam o tipo de simetria: a refle 
xão. O eixo em torno do qual se dã a reflexão fica por conta dos au 
to-vetores. Podemos, entao, inferir que os auto-valores representam 


simetrias num grau superior de abstração. 


30 


3.8 - Comutador 


Sejam 94195 dois elementos de um grupo de transformação operando so 


bre um espaço A. 


O comutador [9 55 | dos operadores d+ 9 ê o operador, tal que 


+ 


ER 95 ] ed er = ERRA dq HER 


3.9 - Forma Padrão de um Grupo de Transformação G de Rank r 
É o conjunto de geradores apresentando um número máximo de operado 
res comutando entre si. 


Designamos S |, S |, ...» Sp os geradores aque comutam entre si, e n,, 
1 2 ] 


no veces Nip OS que não comutam. Logo: 
[Ss S5 | dd WA TEL E 
e [Pi! 5) *bsvã vel, PRE iso CR 
e Es 5] £Os Te lh; a esti e GI ELL, é bg 


Quando t=1, qualquer dos geradores pode ser tomado por E 


Exemplo l: Para o grupo dos quatérnios (vide 2.2), cujos geradores 


são ed teríamos: 


ou Ss =9g e n =9 
À 3 MH 3 


pois Re Ea 9,| e o ge 


6 


Exemplo 2: Para o grupo E DE, cujos geradores são A e B, teriamos: 


Ss =>A e s=HgB 
1 2 


n 
9 
! 
U 
Ear 
) 
So 


pois, E 


ad 


3.10 - Vetor de Pesos 


Vetores de peso relativos a uma representação são os conjuntos de t-uplas 
formados pelos auto-valores dos operadores que comutam entre si, per 


tencentes à forma padrão de uma representação, 


Exemplo 1: 
Para o grupo dos quatérnios (2.2) temos apenas h. Ena 
SE E AS 
3 
9; Y =A*y; como g) =9 egt=14 = 1) =1 e tere- 


mos quatro vetores de peso de uma dimensão: 


Exemplo 2: 
Para O grupo C. Be. , temos: ho =A eha=B 


como Aº' =Bº =B 


a b 

Meet =p AVES Ds ALE 
= = q =)2w > 2 = 
BY Apº » Bê Y Pa > àp 1 
127 ito 

Da E A =e RR =e 
ao al a2z 
“bo =1 a de 


Os vetores de peso bidimensionais serão: 


= 1 = 
a lie: da ui 
er 
m te * cpm, m = 
10 11 
quer. 
m = (e E RR A m = 
20 21 


3.11 - Diagrama de Pesos 


É a representação grafica dos vetores de 


fla SA) 
12 

(e , 1) 
jo 

(e +, 1) 


peso em RÉ. 
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IV- FAMÍLIA DOS GRUPOS LÓGICOS 


Como vimos anteriormente, a família estendida dos grupos lógicos de 
transformação & constituida pelos grupos de transformação  isomórfi 


cos a Does para n = O, Lidos 


Todos os Lo são abelianos. Cada elemento de Ly constitui, por si, 
uma classe havendo, portanto, 2º classes em Lo. 
A representação fiel de menor dimensão de Lo & dada por matrizes qua 


dradas, de dimensão n x n, 


Tomemos, por exemplo, o grupo L, = (E,C)2, cuja tábua de multiplica 


ção é: 
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O conjunto das matrizes 2 x 2, abaixo, constitui uma representação 


irredutível e fiel. 


(o E (1 o fo e fo 1) 
| e. E e B = o) 


O e agi É 0 1 
Ed N 
Todo E possui n geradores, à excessão de Ly, que possui 1, que é 
o próprio operador identidade. 


Podemos afirmar ainda que todos os n geradores de Lo comut am entre 
si, O que é evidente, pois suas tábuas de multiplicação são simétri 


cas em relação à diagonal principal. Como consegliência, o conjunto 


de seus geradores constitui uma forma padrão (Vide 3.9). Assim, se 
1C.s Co mas Cn! € o conjunto dos geradores de Lo sua forma padrão 
ts,, S, ++. Sp; serã o próprio conjunto ÍC,, C, ... Cj, evidente 


mente, com L£=n, 


O cálculo dos auto-valores de C, & relativamente simples. Como Cc, e 
gerador (o único, por sinal), tem que gerar a si próprio, e o faz 


do seguinte modo: Cc; = E 


A equação que define os auto-valores de C, ja o sabemos, é CY = AY 


jphi ad CE v=ca”: 
que, multiplicada por C, nos da CC, 14 


Admitindo-se que C, & linear, podemos escrever: 


y= CAV=Cy; cui y Ê : Cly = Aly, 
CY Cjh* Ci”; substituindo C, por Ato temos C;* AS! 


Multiplicando ambos os lados novamente por C, e utilizando a hipôte 


E o seje, DD Ro o E DS 
se da linearidade, teremos Re CAs C; Ro i 
Como €C.% = Ciy, acarreta que AY = Ao ou simplesmente 4 Pra: 
As raízes desta última equação são: A di da 
Desprezando-se o valor trivial 4, = 0, que só é valido para Y = 0, 


temos que os vetores de peso Pq de todo Ly serão: 


Po = (Ã.y Agro Ap) com 14 =+1 
Observe-se que, se desprezado, a priori, o auto-valor Ag 0, a equa 
ção de definição de C, pode ser reduzida EI ci = E e, correlativamen 


te, a equação caracteristica reduzida à A? = 1. 
q 


ES 1 
4.1 - Caracterização e Diagrama de Pesos para (E,C) 


1 
a) A tábua de multiplicação de (E,C) é: 


b) Sua relação de definição simplificada é C =E 


c) Seus vetores de peso são: 
E Pos tiyeP a (=i) 


1 


d) O diagrama de pesos ê o seguinte: 


2 
4.2 - Caracterização e Diagrama de Pesos para (E,C) 
Este grupo é comumente denominado grupo de Klein. 


- r 2 - 
a) A tábua de multiplicação de Í(E,C) E: 


Cc; Cj E B Cc, 
C, C, B E C, 
B B C, Cc E 
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c) Os quatro vetores peso são: 
Po Etta Po Edy 


nm 12 


Pos E = fatal) 


d) O diagrama de pesos bidimensional é o seguinte: 


4.3 - Caracterização e Diagrama de Pesos para (E,C)º 


a) A tâbua de multiplicação para (E,C!º & a seguinte: 


€ Cc E B, B, D Cc, C, B, 
C, C, B, E B, Cc, D Cj B, 
Cc, C, B, B, E C, Cc, D B, 
B, Bb, D Cc, C, E B, B, Cc, 
B, B, Cs D Cj B, E B, Cs 
B, B, C, cj D B, B, E Cc, 
D D B B B C C C E 


b) Suas relações de definição são: 


c) Os vetores peso, em número de 8, são: 


(49) 
H 


m 


Elst) P A Pee figLpi] 


E! Vad: TI? 


Hg 
| 


Ee Lpda) e im lomdgdy PB 


241 221 RE 


Il 
| 
Ha 

- 
EA 
| 
po 


DA 


d) O diagrama de pesos tridimensional 


(1,11) | 


(en | “(4 15=0) 


+ 
h 


(1) 


A (1-1 -1) 
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(Leg) 


A 


4.4 - Caracterização e Diagrama de Pesos para(E,C)* 


a) A tábua de multiplicação para (E,C)* e a seguinte: 


Diy Dos Dou Pag By 


6: nb bia Pot Dons 
D3 Ps Dj Doy Da E od, 
Ss omesSR O CO E CE 


c) os vetores peso são em número de dezesseis: 


H 


H 


(1,1,1,1) 
Calado 
UR der-6) 


(=, 1,e1) 


)] 


a A Ra 
O Pa a 
a a 


== 1,1) 
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= (=, L,kel) P = (-1,1,-1,1) 
a A Zizi 
E = ai PS RR a — (alle loed) 
PAR US 1674 2122 
P = (elsel,d,1) = (-1,-1,-1,1) 
2211 2221 
= (-1,-1,1,-1) P = (-1,-1,-1,-1) 
DO Lad 2222 


d) Representação dos vetores de peso para (E,C). 


Essa representação & graficamente impossivel por exigir uma represen 
tação em 4D. Pode-se, entretanto, usar um artifício, tomando-se um 
cubo e usando-se os pontos centrais de cada face e o próprio centro 


do cubo, para localizar os dezesseis vetores de peso. 


4.5 - Caracterização e Diagrama de Pesos para (E,C) 


Deixamos (E,C)º para o fim, por sua peculiaridade. 
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a) A tábua de multiplicação para (E,C)º & a mais simples possível: 


Cc) 


Quanto ao vetor peso, seria unidimensional definido por: 
EY= AY com E?V=EY; 


multiplicando-se ambos os lados da primeira equação por E, e admi 


tindo-se que E é linear, teremos: 
EEY = EAY = »4EY 
Substituindo-se Ef por AY, do lado direito, teremos: 


E2Vv =) AV = ay 


Como E?y = Ef = AY acarreta »?Y = àY ou, simplesmente, À? = 
Os valores para à são, portanto, A = 1 e 1 =0. 
De modo geral, o valor + = 0 é descartado, pois implicaria em * 


nulo, vale dizer, na inexistência de um estado de coisas a que 
S 0 

E possa ser aplicado. Entretanto, sempre que tratamos com (E,C'., 

devemos conservã-lo, sem o que, "nem nada" haveria para contras 


tar com o valor À = 1. 


Logo, os vetores de peso para (E,CY" são P = (1) e P = (0) 


d) O diagrama de pesos é o seguinte: 
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INTRODUÇÃO 


Faremos aqui uma apresentaçao sumária das principais noções relati 
se , . 

vas aos grupos continuos, em especial aos grupos de Lie. Quando for 

o caso, no item dedicado a cada noção, apresentaremos apenas aque 

les resultados que interessarem diretamente a Teoria das Objetivida 


des, particularmente às objetividades concretas. 


Dentre os grupos a serem focalizados, destacamos os grupos de rota 
ção e os unitários - de utilização ampla em Mecânica Quântica - os 
grupos de Lorentz - utilizados na formulação da Teoria da Relativida 
de - e, por fim, Os grupos especiais unitários - de uso na Teoria 


das Partículas Elementares. 


Apresentamos, a seguir, o roteiro do que iremos desenvolver em forma 
de diagrama, em que as flechas indicam a filiação das diferentes no 
ções. No item 1 € apresentada uma classificação dos grupos infinitos 
com suas respectivas definições; no item seguinte, serão expostas as 
noções referentes a representaçao de grupos continuos; Álgebra de 


Lie serã o assunto do item final. 
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de Rotação de Lorentz 
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I. OS GRUPOS INFINITOS: DEFINIÇÕES E CLASSIFICAÇÕES 


Grupo Infinito & todo grupo de ordem não-finita, isto e, contendo um 


numero nao-finito de elementos. 
1.1 Grupo Paramêtrico 


É um grupo no qual cada elemento pode ser caracterizado pelo valor 
de um ou mais parametros (necessidade de caracterização intensiva), 


pertencentes a conjuntos nao-finitos. 


1.2 Grupo Continuo 


Inicialmente, restrinjamo-nos ao caso de grupos parametricos nos 
quais os parametros pertençam a espaços metricos, vale dizer, espa 
ços para Os quais a distância entre quaisquer dois pontos (valores 


de parametros) seja definida. 


Sejam g(a) e g(b) dois elementos do grupo parametrico, tais que 
gtaj.gidb) = g(el. 


O grupo parametrico serã dito grupo continuo se c for uma função con 


tiínua de a e b. 
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Na notação acima, a, b, e c podem representar apenas um parâmetro, como 


também um conjunto finito de parametros. Neste último caso, teremos: 


1% ee ...“ ! n 
Db = (D4+ Dor RE D.) 
e c= (cy+ Cor crer Ch) 


e tambêm aí, dizer que c & uma função continua de a e b, signifi 
ca dizer. que para qualquer 1% i xs mn, Cc; e uma função contínua de to 
dos os 4. eb LS TA NELES me 


1.3 Grupo de Lie 


É um grupo continuo no qual, para todo g(a), g(b), tais que g(a) 
g(b) = g(c), c & uma função analítica ou diferenciável relativamen 


tea aeb. 
Exemplos de Grupos de Lie: 


Exemplo 1: Grupo dos deslocamentos de um ponto segundo uma direção. 
Cada elemento do grupo sendo representado pelo des locamen 
to “a” 


G& = iglaj)|-o <a so) 


Seja x a coordenada inicial do ponto; consideremos os des 


locamentos (variação do parametro a) a, a, ea, ... 


E Rr E 


As novas coordenadas do ponto seriam pois: 


x = x +a, 

" ai 

X = HF ds 

[| E a] 

x x + a, ; a, aj ta, 


a; & uma função diferenciável relativamente a a, e a,. 


Exemplo 2: Grupo das rotações de um cilindro em torno de seu próprio 


eixo. 
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Cada elemento do grupo sera representado pelo ângulo 6 de 


rotáção: E = ta(iI|os 5 E 360º, 
1.4 Grupo de Lie  r-Paramétrico 


Eventualmente um grupo caracterizado por um numero finito qua lquer 
de parametros pode ter sua caracterização feita por um número menor 
de parâmetros. Se a caracterização de um grupo de Lie nao puder ser 
feita por um número de parâmetros menor que r, dizemos que estes cons 
tituem-se em parâmetros essenciais, e o grupo ê denominado Lie 


r-parametrico. 
1.5 Grupo de Lie Geral Linear com Parâmetros Reais ou Abreviadamen 
te GL(nk). 


2 - : a 
É um grupo de Lie nº - parametrico, com todos os nº parâmetros per 


tencendo aos reais, no qual cada um dos parâmetros Sis! do elemento 


resultante do produto g(a).g(b), é uma função linear de todos os 
Rat ls i sn pertencentes a "a", e dos Basa l<x 5 <n pertencentes 
a “b!. 
Poderemos, pois, caracterizar g(a), g(b) e g(c), respectivamente, 
por: 
E LA dm b,4 “e... Din 
gta) = 39 . ê + g(B) =g é : 
Su o im nl CC" “nn 
E 
Cc Sn 
e g(c) = g , Ê 
Cat A) nn 


e, consequentemente: 


Ja 


= + 
onde Cis a 14 + do bs ses + dA 


1.6 Grupo de Lie Geral Linear com Parâmetros Complexos ou Resumida 


mente GL(nC) ou GL(n). 


É um grupo 2nº - paramétrico, com todos os nº parâmetros pertencendo 
aos complexos, em que cada um dos nº parâmetros “a do elemento re 
sultante do produto g(a).g(b), & uma função linear de todos os aj so 
l< ixsn, pertencentes a "a", e dos Djs? ls 5j<n, pertencentes a 


nu 


D 


Semelhantemente ao que ocorre com os GL(nR), os parametros de GL(n) 
podem ser dispostos numa matriz n por n, diferindo apenas no fato 


de que cada elemento da matriz pertencerã ao conjunto dos complexos. 


1.7 Grupos Ortogonais ou Resumidamente O (n) 


um grupo de Lie geral linear com parâmetros reais é dito ortogonal 
se, interpretado como transformação no espaço RP, deixar xº = z x? 


: do 
invariante. 


Pode-se demonstrar que para estes grupos existem apenas 5 (n) (n-1) 


parâmetros essenciais. 


1.8 Grupo de Lie de Rotação, Sinteticamente, R(n). 

É o grupo ortogonal cujas matrizes representativas tem determinante 
unitário. 

Pode-se demonstrar que os grupos de rotação R(n) possuem também 


= n(n-1) parametros essenciais. 


Exemplo: Grupo R(2) 
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e o -sen 9 
R (2) = R (8) = 


l 

| 

À Sem 9 cos O E 
Nº de parâmetros essenciais: 


> (2) (2-1) = 1 (ângulo 5) 


Determinante de R(0) = gos” õ + seio” 8 =1 


1.9 Grupo de Lorentz Homogêneo 


Voltamos aos grupos lineares de parâmetro real para destacar um tipo 


relevante de grupo por sua aplicação na teoria ia relatividade. Tra 
ta-se do grupo de Lorentz homogêneo, que se âsiine com um GL(4R) que, 
se interpretado como transformação do espaço-tempo x,y,Z,Ct, deixa 
invariante s? = x? + y? + ae = Go E 


Pode-se demonstrar que existem seis parâmetros essenciais para este 


grupo. 
Exemplo: Grupo de Lorentz para deslocamento v ao longo do eixo 
dos x. 
Y 0 0 signo e 
(6 N 
; 
| 
0 1 0 0 | 
| k 
G(v) = onde Y = 
0 0 1 0 ass 
c 2 
v 
NY — Y 
, pá E 0 0 j 
Ng / 
Para certificarmo-nos de que º um Sruvo de Lie de rotação devemos 


inicialmente verificar o determinante de G(v): 


5a 


/ 


Demonstaremos agora que este grupo deixa s? invariante. 


Inicialmente re-escrevamos s? na forma de produto de vetores: 


1 0 0 0 x 

0 Eh 0 0 y 
Se a (Mo Vo Es Et) 

0 0 1 0 z 

0 O) O -1 ct 
e,similarmente: 

1 0 0 0 > ed 

0 db 0) 0 A 
g'!? = [8,7 te! 

0 0 7. 0 Zu 

0 0 O -1 et 
Temos: 


(xt, y!, 2", ct)=(x, y, 2, ct) Bro Ao sê 0 o que implica: 
BO cd 0 
Yl 00 á 
7 
] -Y  — 
x E Dot Ee x 
y' é 1% 0 y 
e 2! O DO e 0 z 


pe ado 
É 
] 
= 
als 
O 
(ap) 
— 
—- 


logo, s? 


T 4.0 


e ca 


voo 
Ç 


= s'? se e somente se: 


Sabendo-se que 


E RA 

c 

0 

0 

Y 
á 
0 
0 
aÃ 
c 
0 -yL 
Cc 
0 0 
1 0 
0 Y 
A 
Cc 
0 0 
1 0 
0 Y 


oo RS 
O 6 E 
1 0 0: “0 
0-1 SA 
c 
y Pp 
Jada NY 
0 0 
0 0 


=é 

E vd 
—- 

o Is 
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E A + o 
e 
0 o 
0 qr) 
Y 0004) 
E O ET 
e 
o ú 0 
o 0 
o Y 
o Rad Ed Do 
Cc 
0 o 
= > 
0 A DR 
Y o ú úr= 
0 00 
E 
=> 
020 
st 
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Y2.y2 Y 0 Re O | & 00 
2 e | 
c 
0 10 9) O de Bd 
0 01 0 001090 
2 
E RE A [o O) GR Ro sam oO 0 0-1 
Cc Cc 2 
Ed 
Como 
2 2 2 
y2 ' y2 MES a y? a RM l ) (1 - id ) = 
pr c2 v2 pe 
1. = — 
c? 
a c? À c? - y? aa 
Cc? - v? c? 


º 0 0 0 1 0 0 0 
0 1 0 0 0 1 0 O) 
= Cat cto 
0 0 1 0 0 1 0 
0 0 0 -1 0 O -1 


1.10 Grupo de Lorentz Não-homogêneo, ou Grupo de Pointcarê 


É o grupo que resulta da adição do grupo de Lorentz homogêneo ao gru 
po das puras translações no espaço (x, y, Z, ct). 


Prova-se que este grupo possui 10 parâmetros essenciais. 
1.11 Grupo Unitário ou U(n) 


Voltemos agora: aos grupos de Lie gerais lineares, de especial inte 
resse para a física das partículas elementares. 
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Definimos como grupo unitário U(n) o grupo 2nº - paramêtrico de nº 
parâmetros complexos, isto &, representados por matrizes n x n com 
plexas, tais que a matriz inversa, caracteristica de um elemento do 
grupo, coincide com a matriz conjugada complexa da mesma matriz de 


referência. Em termos simbólicos: 


ER Pia A+, para todo A e U(n) 


1.12 Grupo Linear Especial ou Simplesmente SL(n) 


É um grupo geral linear, cujos determinantes de todas as matrizes ca 
racteristicas dos elementos do grupo são iguais a unidade. Simbolica 


mente: 


det A= 1 Y Ae sSL(n) 


1.13 Grupo Especial Unitário ou Apenas SU(n) 


É um grupo unitário, que & também linear especial. Vale dizer, um gru 
po de matrizes n x n complexas, tal que Y A e SU(n) tem-se: 


a = At E 


Pode-se demonstrar que SU(n) possui nº? - 1 parâmetros essenciais. 


II. REPRESENTAÇÃO DOS GRUPOS DE LIE 


Representação de um grupo G é um homomorfismo de G sobre um grupo 


de operadores lineares num espaço vetorial. 


Em particular, se os operadores lineares constituem-se de matrizes, 


a representação denomina-se representação matricial. 


Embora não necessário, restringimo-nos à consideração das representa 


ções matriciais por matrizes quadradas com determinante não nulo. 


2.1 Representação Fiel (fGaíithqul) 


Uma representação & dita fiel quando o homomorfismo de G sobre o gru 


po de operadores constitui-se num isomorfismo. 


2.2 Representações Equivalentes 


Duas representações T e T' são ditas equivalentes quando existe uma 


transformação S definida sobre T, tal que T' = STS *. A transforma 
ção S & denominada uma transformação de similaridade (ou transforma 


ção de semelhança). 
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2.3 Representação Redutivel 


Se um grupo G possui uma representação matricial M(g) que possa ser 


colocada na forma: 


para todo g e G, atravês de uma transformação de similaridade, a re 


presentação & dita redutivel. 


Caso se possa fazer X(g) = 0, a representação é dita decomponivel. 
2.4 Representação Irredutivel 

Uma representação que não seja redutivel & denominada irredutível. 
2.5 Representação Unitária 


É uma representação constituida de matrizes unitárias, isto &, matri 


: -=1 E 
zes tais que (A 145 Asi 


Teorema: Se um grupo de Lie compacto possui uma representação matri 
cial com determinantes não nulos, esta pode ser transforma 
da numa representação unitária atravês de uma transforma 


ção de similaridade. 


ITL. ALGEBRA DE LIE 


3.1 Geradores de um Grupo de Lie 


Consideremos um espaço vetorial x de n dimensões, onde x e X & da 


forma: 


Consideremos o grupo de Lie das transformações de X em X' da forma 


x* =» f(x, a),ão (aj, a 


pt tres a). 


Por convenção, temos que o elemento identidade do grupo ê dado por 
x = £(x,0). 


Consideremos a pequena transformação determinada pela variação ha, 
que pode ser assim descrita: 


x + Ax = f(x, Aa) ou Ax = f(x, ha) - £E(x); 


fazendo Aa > 0, temos: 
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dx — Lim f(x, Aa) - f(x) 


da Aa>0 E 

ou dx = af(x, 0) é da 
da 

Definindo-se u(x) = 9f (x,0) 


da 
Temos: dx = ulx)da 


ou, na forma não compacta 


n 
dx, = E uj;daj; Wisie E 
3=1 
9f (x, ,0) 

emas Rg E da. 

| 
Denominamos gerador do grupo das transformações x' = f(x,a), o con 
junto de operadores X = Ro, saia la assim definidas: 

E [1,n] 
Des fes DUO 9 fia o a 18 e Som 
e o 


Hã, portanto, um gerador para cada parâmetro. 


Teorema l: Os comutadores dos geradores de um grupo de Lie são com 


binações lineares dos próprios geradores. 


Sendo o comutador de + e a simbolizado por 


LX, ] com Lx, ) = X;X, - X,X,,0 teorema, em ter 


mos simbólicos, afirma: 
n 

o do 

L XX, J E 


À Cisxtk 


As constantes Cisk são denominadas constantes de estru 


tura. 
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Recordemos que um operador A, representado pela matriz (aja), ê 


RE em outras palavras, se a matriz ta,.) 
for igual à sua conjugada complexa, podem-se estabelecer os seguin 


hermitiano se (ass = (a 
tes importantes teoremas: 


Teorema 2: Sempre existirá uma escolha conveniente de parâmetros que 
torne o conjunto de todos os geradores de um Grupo de 


Lie hermitianos. 


Teorema 3: Pode-se obter uma representação de um Grupo de Lie atra 


vês de operadores unitários U,, onde 


onde x. são geradores hermitianos do grupo, e os a, parã 


metros reais. 


3.2 Álgebra de Lie 


Os geradores de um grupo de Lie, com a operação de comutação, formam 
uma álgebra denominada Álgebra de Lie. 


Exemplo 1: Determinação dos Geradores do grupo SU(2). 


Os membros de SU(2) são as matrizes A, 2x2 complexas, unitárias, is 
- A + ; 

to e, tais que A“A=1 (onde A representa a matriz adjunta de A) e 

com determinante unitário,atuando sobre o espaço vetorial complexo 


de duas dimensões. 

Temos: 
x+dx=A (x) = (l+da)x 
Atax=(1l+da”) (ltda) x=x 


=> (l+da!) (l+da)=1 


Para "a" pequeno; 


Ltda” +das=1 => da"=-da com det (l+da)=1 


Logo, fazendo-se: 


C c 
q 12 
da = : temos: 
c c 
21 22 
+ 
como da = -da = 
c = ia 
11 l 
(O = a+ia 
12 3 
c.=-a +ia 
21 2 3 
Cc = ia 
22 4 


como det (l+da)=1l, temos: 


(l+ia ) (l+ia )ta” +a? =1 
1 4 2 3 


l+ia +ia -a a t+ta?+a?= 1 
1 E : 


y 2 


assim, 


=. 
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ia a tia 
1 2 
Logo, da = e, consequentemente: 


dx = iax + (a+ia )x 
1 E 2 3505 


dx,=(-a,+ia,)x,-ia,x, 


Os geradores de SU(2) serão, portanto: 


Er Doo o) 
X, = ix, 3X, ix, E 
2 

9 po) 

XX, =x] -— x 

2 20X, 1 0X, 

Los po) ; 9 

X, = ix, 3x, + A 


A Álgebra de Lie para SU(2) & assim caracterizada: 


LX tj 2x, 
LX, X,] = DR, 
e [X, x] = 0 -2X, 
ou [ X,, X,) = c2e 4X 
Cijk tal que para as permutações pares de 1) 1h ejsp =1 
e para as ímpares e,., = "1 


ijk 
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Exemplo 2: Determinação dos geradores de 0(3) 


ns membros de 0(3) são as matrizes A, 3x3, reais, tais que Vs =1 


Temos: 


x+dx = Ax = (l+da)x 


(luda"y (ladals = & 


» 
q 


a iluda”) (lida) = 1 
Para "a" pequeno 


la datada » 1 es da” = =às 


Logo: 
0 da da 
12 13 
da = -da 0 da 
12 23 
-da -da 0 
13 23 
Assim: dx = da.x 
ou dx = da x + da x 
1 12 2 13 3 
dx =-da x + da x 
2 12 1 23 3 
dx =-da x -da x e, consequentemente, 
3 13 1 23 2 
dx dx dx, 
ri Asma » 
12 13 23 
dx dx dx 


logo, os geradores de 0(3) serao: 


E 3 3 
o e a *, 3x 
2 3 
2 3 9X, 1 à 
n 3 3 
e 7 E 9X Ea dx 
1 2 
As relações de comutação serão: 
X x = X 
o a 3 
X X = k 
i , E 1 
[o) X x = A 
na Cu ad 2 
[E vã: = jk kk 


É possivel tomar alguma combinação linear de geradores, 
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inclusive 


com parâmetros complexos, que preserve a âlgebra. No caso acima, por 


exemplo, podemos ter: 


Tomando-se o caso de SU(2), 


podemos tambêm fazer X, 


relações de comutação: 


de 


onde 


de skt 


213 
a 


o que acarreta as seguintes relações de comutação: 


[3,0 3. 


4) = ie 


Logo, SU(2) e 0(3) têm álgebras idênticas existindo, portanto, 


homomorfismo entre elas: dois para um, de SU(2) para 0(3). 


3.3 Forma Padrão (Standard Fonm) 


É o conjunto de geradores de uma representação de um grupo que 


senta um número máximo de geradores comutando entre si. 


Designaremos E Hop gue 5 Hp os geradores que comutam entre 


2 
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um 


apre 


si, 


SME ut DE spt a Eq os que não comutam, sendo 4 o número de gerado- 


1 2 
res. Quando t=1, qualquer dos geradores pode ser tomado por fo. 


No caso de SU(2), a forma padrão é: 


HH o =J 

1 3 
E, - (J, + id) 

ER 
E E/= = (3, = 13,) 
2 
Ee e EAN! 
onde di = 3 To a 351, € J, E, 


com 


a 
t 
O 
ta 
- 
a 
H 
ao) 
! 
H 
D 
pa 
H 
H 
o) 


Estas matrizes são denominadas matrizes de Paulí. 


No caso de SU(3) a forma padrão &: 
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1 0 0 E 0 50 0 1 E 
J: E 1 
H =— 0-1 0 1: H=——- 0-4. 50 1 E =— 02:07:60 
1º V6 2 342 NR El 
o 00 oO 0-2 O 0 0 
oO 01 O O O O 0 0 
1 1 E 
= -—— 0 : = — DO A :E =E=— E 0:10 
E, TE 0 0 E, E À Ea TE 
O 0 0 O 0 0 0 0 0 
O 00 0 0 0 
Die pf e . a eo 
E, = Rm E o O O ; E, ns (5 o 0: 0 
7:02 20 O 1 0 


3.4 Vetores de Pesos 


São os conjuntos de £-uplas formadas pelos valores próprios dos operado 
res que comutam entre si, pertencentes à forma padrão de uma determi 
nada representação. 


Exemplo 1: No caso da representação de SU(2), apresentada no item 


3.2, teremos: 


HS na senlo os valores próprios de H, dados 
2 3 2 F 1 
O = por 


HY = mf, ou seja: 


É o ES 
= m 
1 


0 -1 0 00 


[O] Lu 
l 


ou ainda: 
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É Pa 


ia = | = 
5) = o ==> Mm, 3 
v 0 
2 2 
ou, alternativamente: 
1 0 0 0 
i = 
E) n, 
O -l Y Y 
2 2 
0 0 
1 E RE Ee o o 
3 = m ===> m, 3 
= bd 
2 2 


Exemplo 2: No caso da representação de SU(3), apresentada no item 
3.3, teremos: 


Bart = mm) Y ou de Forma completas 
1 2 
1 00 1 0 0 E +, 
Rs gre na IS TE O 0 = (mm) o |= 
Vo 3V2 1 
0 00 0 0-2 0 0 
de a E 
Eu 0 É cdi 0 = (mi, mi) 0 
V6 3V2 


o 
[e] 
(a) 


0 
Fazendo-se cálculo semelhante para “ = Le e 
0 
temos: 
CM ER q 
a 2 V6 540 
=2 
1 3 = ——e— 
e (mom) NE 


3.5 Operador de Casimir 
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Com os membros de uma àálgebra de Lie ê possivel construir operadores 


não lineares que comutam com todos os geradores; a esses operadores 


damos o nome de operadores de Casinmir. 
Exemplo: 


No caso de SU(2) o operador de Casimir é: 
TE pio são sono 


3.6 Diagrama de Pesos 


É a representação em Rp dos vetores de pesos de uma 


representação. 


so caso, por exemplo, dos vetores de pesos relativos à representação 


de SU(3), focalizada no item 3.3, temos o seguinte diagrama: 
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INTRODUÇÃO 


Este anexo pretende, tao somente, recapitular os postulados da mecaã 
nica quantica, deixando de lado o rigor, para concentrar-se, na medi 


da do possivel, na significação intuitiva da teoria. 


Toda teoria fiísica-dinâmica comporta, em princípio, três grupos de 
postulados: postulados estabelecendo uma linguagem, vostulados refe 
rentes a uma teoria da mensuração e, finalmente, postulados referen 


tes ao movimento (ver |3, p. 4, 13 e 23). Esses grupos estão assim 
interrelacionados: 


POSTULADOS 
LINGUISTICOS 


POSTULADOS DA POSTULADOS DO 


lp 


MENSURAÇÃO MOVIMENTO 
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A mecânica quântica segue, como não poderia deixar de ser, este para 
digma básico. Anteriormente aos postulados, apresentaremos, de modo 
sumário, as definições básicas que permitem a compreensão dos ditos 


postulados. 


I. POSTULADOS LINGÓÍSTICOS 
DEFINIÇÃO 1 - Espaço de Funções 


= ly) 
Esde Ve VE vreVv 
Vyrvo EV=>0 vo + 0 vo E 


E, 8 


14 
| y * à 
X vy+ Va E Eua A v7 va dê (produto escalar de by v5) 


q 


Se ! VI Va do = QD; Vyr va são ditos ortogonais 


DEFINIÇÃO 2 - Base do Espaço de 
(uy, W5+ -+.) constitui-se numa 


ser, q ta, a PORN P R ns 


Funções 


base de Y, se: 


Los 


Ma 


+ 


' ' 
Meo Pega 


, 
CE o 


2E€ (complexo) 


PE ta 


3 uma base de funções ortogonais para todo “. 


DEFINIÇÃO 3 - Operador Linear 


A & um operador linear em “ se e somente se: 
! + 1 Es W — U 0] EAR W, 
A (4 U5) A v4 A w e A (aa) A by 


V vy sy Cvea el 


Exemplos: 
AE Co Ay =n%y e operador linear 
aa: E 
à Est A = a ! e operador linear 
ae 2 “0. , 
A t.g. A v=uy nao e operador linear 


DEFINIÇÃO 4 - Operador Hermitiano 
A & um operador hermitiano se e somente se: 


bi VI (A v,) dê = 4 (A vj) dd 


v2 


Se A for representado por uma matriz taça) 


DEFINIÇÃO 5 - Eigen-função (ou Eigen-estado) e Eigen-valor 
Valor-Prôprio ou Valor Caracteristico) 

Se Ay =avwv, acl 

y & denominada eigen-função do operador A 

“ ” 


a" e denominado eigen-valor do operador A associado a y 


Exemplo: 


A 
dx 


- 5 g - : e a 
ae (tc e eigen-valor de A associado a eigen-funçao Ke 


x 
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E: 


Os eigen-valores associados a um operador hermitiano são reais. 


DEFINIÇÃO 6 - Estado Degenerado 


Se A é representado por uma matriz ta; .) de dimensão n x ne y é um 


vetor de n componentes: 


a In v4 v 
= A ç ou A y=AYW 
Rol 18% Ma “a Yn 
7 À ... a vy 0 
' é : = k ou (A- A IT) =0 
àni AA Ya y 
aj AL pio 2,n N 
det. P =0 
a Ae A 
n nn 
= E oi n-l ã cds 
PtaAj= dt (A-ADSA + BA +... + Db & o polinômio ca 


racterístico de A e suas raízes são os eigen-valores do operador A. 


Se existirem raízes múltiplas para o polinômio característico, o 
eigen-estado correspondente é dito degenerado. 


POSTULADO 1 


O estado de um sistema com n graus de liberdade & especificado por 
uma função W (xy, Kore cerca Xp t), dita função de onda e tal que: 


/ v* py dê = K, K real, finito, positivo. 
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» é equivalente a a.y » a €C, isto &, ay representa, tanto quanto 


E) 


v, um mesmo estado do sistema, 


A escolha de funções num espaço de Hilbert, para representar esta 
dos, fundamenta-se no fato de que no mundo micro-físico, de modo ge 
ral, não se pode assinalar a localização precisa para uma partícula. 
De certo modo, a partícula se acha distribuida vor todo o espaço, uma 
tocalização distinguindo-se da outra pela diferença na distribuição 


das funções de probabilidades definida sobre todo o espaço. 


A admissão de funções de valor complexo, justifica-se, para não se 
perder em generalidades, pois as distribuições de probabilidades não 
estão associadas às funções propriamente, mas ao seu quadrado, isto 


- 


e,a wyt vy. 
POSTULADO 2 


E 
qualquer combinação linear <. va + nda representará também um pos 
i s 


Se ue vs são dois quaisquer estados possíveis de um sistema, entao, 


sivel estado deste mesmo sistema. 


Este postulado justifica-se pelo fato de, em micro-fisica, diversos 
sistemas em um mesmo cstadc poderem fornecer medidas diferentes, ape 
sar de haver uma estabilidade na frequencia (função de probabilida 
de) destas medidas. Assim, para que possamos manter um determinismo 
fundamental, devemos admitir que o estado em foco, resulta da super 
posição de estados, cada medida estando associada a um único destes 


estados componentes, 


II. POSTULADOS DA MENSURAÇÃO 


POSTULADO 3 


Toda variável física observável, V,, é associada a um operador line 
ar hermitiano A, tendo por argumento as funções y representativas dos 


estados. 


Este postulado não tem paralelo na mecânica clássica, pois, nesta úl 
tima, o observador não perturbando o sistema em observação (mensura 
ção), não precisa ser representado explicitamente na teoria. Na mecã 
nica quantica, diferentemente, o ato de observar (medir) precisa ser 
integrado na teoria, e melhor modo não se poderia pensar para repre 


sentar esta ação, que a noção matemática de operador. 


A limitação a operadores hermitianos (compreender-se-ã melhor mais 
adiante) justifica-se pelo fato destes operadores, necessariamente, 


possuírem eigen-valores reais. 
POSTULADO 4 


Qualquer par de operadores associados a variáveis dinâmicas, deve sa 


tisfazer à seguinte condição: 
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A B 
[mm 
a 
onde f = Xi 
Va Vp 9V Va 
SN q o o e Doi 
e [Va Vs = JA Jp E (parentese de Poisson) 


(AB - BA) é o comutador de Ae B 

Se (AB - BA) = 0, diz-se que A e B comutam. 
Exemplo de operadores associados: 

DR ão 


t ——» t 


p,——» - if +. (componente x da quantidade do movimento) 


2 
HH —— do nd V (x) (energia total) 
2m 2 
9x 
Este postulado traduz formalmente o princípio da incerteza. Para 


ilustrar, tomamos o caso das variáveis x e Px de uma partícula; tera: 


mos como parentese de Poisson de x e Ea o seguinte: 


3P 
EZM - os. É = 
X Rx 


logo, como x e p, não comutam, não podem ser simultaneamente medidas. 


Tomando-se os operadores associados a x e Pe temos o seguinte comu 


tador: 
ni TOR O da aaa DS oi ca DD RA Ee 
(ep, — Padex Cifigç)- Cifia)x=itn | see de] ERR 
conseglentemente, pelo postulado, E E = 1 deve estar associado 
Es : E sia a E , E 
7 (XP P,*) e Ra) 1, O que estã perfeitamente cor 


reto. 


0 Ls 


No caso, por exemplo, da coordenada y e da coordenada P, do momento, 


temos: 


EZ P, | = 0, o que significa que ambas podem ser simultaneamente 


POSTULADO 5 


Se um sistema estiver no estado y, o valor esperado da mensuração de 


Va e dado por: 


- 2 Ny* A py db 
Vp Va Try ds 


Se y for normalizada, isto é / w* d6 = 1, temos simplesmente: 
p 


=f[ * 
Eai Va Í y*aAy dd 
Caso se obtenha o valor "a" na mensuração, o sistema passará do esta 


do py ao estado Var associado ao eigen-valor "a", e teremos assim: 


Caso o sistema jã esteja no estado Par O valor da mensuração serã ne 
cessariamente "a". 


Se p=. 4 Vir onde Av, -a, bjo 


a probabilidade de medir a, e dada por 


Observação importante: em geral, Ay = y' £ cy, onde c EC 


Este postulado, em que pese a aparência, & talvez o de mais fácil 
compreensão intuitiva. Se temos um estado de coisas representado por 
y e um medidor representado por A, o ato de medir deve ser O resulta 


do da aplicação de A sobre o estado de coisas, resultando um número 


a," e um novo estado de coisas Wy,, que deve ser correlato ao valor 


medido, pois, se fizermos a medição imediatamente após, teremos que 


medir o mesmo "açº. 
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a e . ed . “ Lud 
Este postulado, como jã afirmamos, traz como conseglência o princi. 
pio da incerteza. Entretanto, o princípio da incerteza é tambêm um 
correlato da quantificação das variáveis dinâmicas em Mecânica Quan 


tica. 


Vamos mostrar a seguir, mediante um exemplo, como a quantificação 
restrita recai apenas sobre a variável momento angular. Sabemos que em mecã 


nica clássica a componente z do momento angular (orbital) de uma par 


tícula é dada por L, = MD YR De modo análogo o operador asso 
ciado a L, & obtido da fôrmula acima, substituindo-se x, y, E e P, 
por seus respectivos operadores * 

E DRE A e Er 4 DE GO ed 
L, =x (mc 3y) an oe = ith(x a y apa 


A transformação das coordenadas cartesianas em coordenadas polares im 


põe: 
fe PE AD EA . 
o “qe “ay 


assim, L, pode ser expresso em termos de derivada parcial em relação 
a 4: 
ê) 

Ea in 56 
Os valores possíveis para L, são dados por: 

Lo v= AY 
ou -itfy=aAYy 
A solução para esta equação nos dã: 


A = m, É com m, = Ojo do Led ss 


Vemos, pois, que a componente z do momento angular (orbital) da par 


ticula pode assumir apenas valores múltiplos inteiros de +. 


III. POSTULADOS DO MOVIMENTO 
POSTULADO 6 


O comportamento do sistema no tempo é descrito pela equação: 
ER ê 
Hop À hos My 
sendo H o operador associado à variável energia total do sistema; H 
e denominado hamiltoniano do sistema. 


Esta equação & semelhante à equação da energia da mecânica clássica: 
H (x, p) = E, como vamos ver. 


Se fizermos o operador correspondente a t igual ao próprio t, o ope 


rador associado à energia i f = (vide |1, p. 172), teremos a se 


guinte correspondência: 


H(x p)——» H (x, - ih +) 
RR 


que evidencia a correspondência acima referida. 
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Deste postulado pode-se deduzir uma importante consequencia: se no 
sistema LH, A] = 0, vale dizer, se o operador A comuta com H, então 
a, tal que A y = à y constitui-se numa constante de movimento do 


sistema. 


Existe uma ligação entre simetria das funções y, representativas dos 


estados de um sistema, e as constantes de movimento. 


Seja R(r) uma transformação simétrica operando sobre uma variável re 


ferencial r de um sistema físico. 


Existe um operador sobre y que anula o efeito de R sobre y, que de 
signaremos operador Po de simetria sobre yW: 


Po (4 (R(r))) = | (7) ou EX R | EE 


Pode-se demonstrar que: 


a) Pp € uma transformação unitária, vale dizer, a matriz (Pri! repre 
: - = p* 
sentativa de Pp e tal que Pp45 a 


b) O conjunto ( R j é isomôrfico ao conjunto í Pp ; 


e) Pp operando sobre qualquer wy do sistema, apenas muda-lhe a fase: 
Pad = e imry 


d) m,bem como mf, constituem-se em constantes de movimento. As dimen 


sões D de mf e r são tais que: 


D (mk) E Disso! 


Consegqlentemente: 


Se o sistema físico & simétrico em relação a R (x+xt+tAx), a compo 
nente x do vetor quantidade de movimento é uma constante de movi 
mento; se a simetria é em relação a R (t > t + 4 t), a energia to 
tal é conservada; se a simetria é em relação a R (0 > 0+ 4 0),a 
componente z do momento angular constitui-se numa constante de mo 


vimento, e assim sucessivamente. 


POSTULADO 7 


A função de estado de uma partícula, além dos graus de liberdade cor 


relatos às suas coordenadas espaciais, possui outros graus de Jliber 
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dade, qualificados como graus de liberdade internos. À conservação 
dos valores destas variáveis internas corresponde uma simetria inter 

- na da partícula; pode-se exemplificar isto com o uso da componente z 
do momento angular intrínseco ou spin, simbolizado por 6,. A função 
v, com isto, ganha uma nova coordenada: É 


bp =p lx y, Zz; t, 6.) 


DEFINIÇÃO 7 - Conjunto Completo de Operações 


Um conjunto CCO = ta, As ME A) de operadores associados às va 
riâveis de um sistema físico é dito completo se: 
19) ** A A. é CCO SIA. : = e = 

A. =>, » A, | A A/-A/A/=0 


onde A, A. é tal = 
nde A. 5 e tal que A, A. ) q A 


29) A = 
p É CCO é ES A, | 0” A, e CCO 


A = 
>> se p vp 


(A, v) 


i 


y entao A, hs =A 


pp Wo 7 Ae CCO 


Observação: pode existir mais de um CCO para um mesmo sistema e to 


dos os CCO de um mesmo sistema são disjuntos. 
DEFINIÇÃO 8 - Conjunto Completo de Eigen-funções 


O conjunto de eigen-funções comuns a todos os operadores de um CCO, 
é dito conjunto completo de eigen-funções (CCF). Qualquer estado y 
do sistema pode ser expresso como combinação linear das funções per 
tencentes a CCF. 


Teorema: Dado um determinado conjunto de operadores que comutem en 
tre si, se o conjunto não for completo, existe pelo menos um eigen- 


valor degenerado para todos os operadores do conjunto. 


Observação: para que o referido conjunto se torne completo, serã ne 
cessário adicionar novos operadores que irão permitir uma maior espe 
cificação das eigen-funções, até que, para qualquer das funções co 
muns ao conjunto, exista pelo menos um operador para o qual os ei 
gen-valores referentes à função não sejam degenerados. Ver | 2 | Ê. 
105 e lá | ps 65. | 
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POSTULADO 8 


Se (A, A, + ei A) € um CCO referente a um sistema físico,cada uma 
das combinações lineares das CCF correspondentes caracterizam um es 
tado possivel do sistema antes de qualquer mensuração. Qualquer medi 
da, de uma ou mais, simultâneas, variáveis dinamicas correspondentes 
a CCO levarã o sistema a um, e somente um, dos estados comuns perten 
centes a CCF. O estado do sistema após a mensuração, pode ser alter 
nativamente caracterizado por uma ênupla (conjunto completo de núme 


ros quânticos) 


ey! 


= Ê = 
m= (mM, cc, mM) ondem é tal que A, U' =m, 


DEFINIÇÃO 9 - Operador Identidade 
E é o operador identidade <> E2y = EyYVM ye yr 


Desprezando-se o eigen-valor zero de E, a equação de definição de E 
pode ser simplificada para Ey = y 


E é um operador linear, hermitiano. 


E comuta com todos os operadores, em particular com todos os : elemen 
tos de um CCO, vale dizer: 


E A; = A; E 0 A, e CCO 


Prova: 


E A, p- A, Ey Ea, V - AV = a, By - ay = av - ad = (a, - a)Yy =0 


DEFINIÇÃO 10 - Potência de Operador 


Se A, & um operador, definimos potência n (n e N) do operador A, co 


Ho dedo (AE AÃG ros (A, v))) n vezes *n>2 


, z É n - - 
Se A. for linear e hermitiano A, tambem o sera 
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DEFINIÇÃO 11 - Monôide Livre Gerado por um Conjunto de Operadores 


Seja À = ta, Asr cer Ay 


O monôide livre gerado por A é: 


Q1 O 
M (A) ta, A, + é Ao o a E E Cegos 
QI 0) 4 
ou resumi damente M,, (A) = UM) onde Me = A, ; A, asa A 
Observação: 
WM o eM, (A) Es» M, MK = Mo M, =0 


A & designado gerador do monôide livre M (A). 


Para il (A) existem outros conjuntos A' de n operadores pertencentes 
a Mp (A) que o geram do mesmo modo: estes serão igualmente denomina 


dos geradores de Mp (A). Logo, podemos dizer: 


opta 
Mp (A ) = My (A) ou simplesmente M 


POSTULADO 8" 


O postulado 8 pode ser substituído pelo seguinte: 


Um sistema físico & objetivamente determinado pelo conjunto das n 
eigen-funções comuns ao monóôide livre Mp (A), gerado por um CCO do 
sistema. Qualquer estado do sistema pode ser expresso como combina 
ção linear dos correspondentes eigen-funções CCF. A mensuração do va 
lor de qualquer das variáveis representadas em M. (A), deixara o sis 
tema no estado representado pela eigen-função correspondente ao va 
lor medido. Caso este estado não seja degenerado, a eigen-função per 
tencerã certamente ao CCF correlato ao CCO, que contêm a variável em 


questao. 


Entretanto, sendo o valor degenerado, a eigen-função correspondente 
não estará totalmente especificada, podendo-se afirmar, entao, que 
apôs a medida, O sistema ficarã num estado representado por uma com 
binação linear de um subconjunto de eigens-funções, pertencentes ao 


CCF correlato ao CCO, que contem a variável em questão. As funções 


88 


pertencentes a este subconjunto serao função de variáveis separadas, 
cuja parte comum coincide com a eigen-função originalmente determina 


da como eigen-função correlata ao valor medido. 


A medida simultânea de todas as variáveis representadas em um qual 
quer gerador A'* de M, deixarã o sistema num estado que é representa 
do pela eigen-função (única) associada ao conjunto dos eigen-valores 
medidos mj, M,, ..., M. Esta ênupla é denominada conjunto completo 


n 
de numeros quantiícos associado ao respectivo estado. 


Resumidamente podemos representar o ato de mensuração do sistema da 


seguinte maneira: 


Mv=MyISSD(M do M Ud, PR tm Ve mo Vo RT, 


Sendo A“ um aerador de M , a determinação acima é equivalente a: 


AP | = om jeE=lar po AS po corr ALI E Um, Di, sore MEI 


Observação: M, não pode ser substituído por um grupo porque a mensu 


ração de alguma variável A, de um CCO gerador de Ms pode ser zero, 


o que implicaria na medida de um valor infinito para a Isto equi 


vale a dizer que não se pode construir instrumentos de range infini 
to. 
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